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Ueber verschiedene fur die Anwendung bequeme
Formen der Hauptgleichungen der mechanischen

Warmetheorie;
von

R. Clausius.

(Vorgetragen in der naturforsch. Gesellschaft den 24. April 1865)

In meinen bisherigen Abhandlungen Uber die mechhais
Warmetheorie habe ich vorzugsweise den Zweck \gfatine
sichere Basis fur die Theorie zu gewinnen, indem riamentlich
den zweiten Hauptsatz, welcher dem Verstandnissk secihwerer
zugéanglich ist, als der erste, in seine einfachstd zugleich
allgemeinste Form zu bringen und seine Nothwendligkel
beweisen suchte. Specielle Anwendungen habe ichinngoweit
durchgenommen, als sie mir entweder als BeispigieEdauterung
zweckmassig, oder fur die Praxis von besonderesrdase zu sein
schienen.

Je mehr nun aber die mechanische Warmetheorie ran ih
Principien als richtig anerkannt wird, desto meitt tin
physikalischen und mechanischen Kreisen das Bestrabrvor, sie
auf verschiedenartige Erscheinungen anzuwenden, dmddie
betreffenden Differentialgleichungen etwas andefsabdelt werden
mussen, als die sonst  gewohnlich vorkommenden
Differentialgleichungen von ausserlich ahnlichen Ge
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stalten, so stosst man bei den Rechnungen haufif au
Schwierigkeiten, welche der Ausfiihrung hinderlich den Weg
treten, oder zu Fehlern Veranlassung geben. Udiesen
Umstanden habe ich geglaubt, den Physikern und &fhglobrn
einen Dienst zu erweisen, wenn ich die Hauptgleigen der
mechanischen Warmetheorie, indem ich von ihrenealigjnsten
Formen ausgehe, in verschiedene andere auf spgeciell
Voraussetzungen beziigliche Formen bringe, in walslie sich auf
die verschiedenartigen besonderen Falle unmittebldrawvenden
lassen, und demnach bequemer fur den Gebrauchaih jenen
allgemeinen Formen.

8§ 1. Die ganze mechanische Wéarmetheorie beruhtzwef
Hauptsétzen, dem Satze von der Aequivalenz von Wéaunmd
Arbeit und dem Satze von der Aequivalenz der Vedkargen.

Um den ersten Satz analytisch auszudriicken, dewkenns
irgend einen Kdorper, welcher seinen Zustand andaed,betrachten
die Warmemenge, welche ihm wéahrend dieser Zustaddsdng
mitgetheilt werden muss. Bezeichnen wir diese Wanargge mit Q,
wobei eine vom Koérper abgegebene Warmemenge als
aufgenommene negative Warmemenge gerechnet wedernss
gilt fir das einer unendlich kleinen Zustandsandgrentsprechende
ElementdQ der aufgenommenen Wéarme folgende Gleichung:

dQ =dU + Adw.
Hierin bedeutetU die Grdsse, welche ich zuerst in meiner
Abhandlung von 1850 in die Wéarmelehre eingefihrdl ads die
Summe der hinzugekommenen freien Warme und demazerer
Arbeit verbrauchten
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Warme definirt hab& W. Thomson hat fiir diese Grésse spater den
Namen Energie des Korpers vorgeschlagen,welcher
Benennungsweise ich mich, als einer sehr zweckm@gsvahlten,
angeschlossen habe, wobei ich aber doch glaubs, daa sich
vorbehalten kann, in solchen Fallen, wo die beiddd enthaltenen
Bestandtheile einzeln angedeutet werden missenh alen
Ausdruck Wéarme- und Werkinhalt zu gebrauchen, wezlahneine
urspriingliche Definition in etwas vereinfachter fRowiedergiebt.

W bedeutet die wahrend einer Zustandsanderung depeisd
gethane aussere Arbeit, uAddas Warmedaquivalent fur die Einheit
der Arbeit oder kiurzer das calorische Aequivaleet drbeit.
Hiernach istAW die nach Warmemaasse gemessene aussere Arbeit
oder, gemass einer kirzlich von mir vorgeschlagdreguemeren
Benennungsweise, das dussere Werk.

1) Poggendorff's Annalen. Bd. LXXIX, S.385, und Abbdamgensammlung Abth. 1,
5. 33.

%) Phil. Mag. 4th Ser. vol. IX, p. 523.

% Ich will bei dieser Gelegenheit tiber die Benergaweise. welche ich in einem in
meiner Abhandlungensammlung befindlichen Zusatzejesthlagen habe, einiges
mittheilen. Es ist namlich fur die in der mechahist Wéarmetheorie vorkommenden
Auseinandersetzungen unbequem, dass die Warmeiemdeghanische Arbeit nach
verschiedenen Maassen gemessen werden, so dassamaginfach von der Summe
von Warme und Arbeit oder von der Differenz aus W&und Arbeit sprechen kann,
sondern dabei immer Ausdricke wie »Warmeéaquivaldet Arbeit« oder
»Arbeitsaquivalent der Warme« gebrauchen muss. hitle daher vorgeschlagen,
neben der nach gewo6hnlichem mechanischem Maassesgenen Arbeit noch eine.
zweite Grosse einzufuhren, welche die nach Warmsenagemessene Arbeit
bedeutet, d. h. denjenigen numerischen Werth deeif\rwelchen man erhélt, wenn
man die Arbeitsgrosse, welche einer Warmeeinhaiivatent ist, als Einheit der
Arbeit annimmt. Fur diese Grosse habe ich den Naerk vorgeschlagen.
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Wenn man der Kirze wegen das aussere Werk durcén ein
einfachen Buchstaben bezeichnet, indem man setzt:
AW = w,

Betrachtet man nun das bei irgend einer Zustan@séng eines Korpers gethane
Werk, so ist in demselben das i n n e r e und dassie r e Werk zu unterscheiden.
Das gesammte innere Werk, welches gethan werdestepusamit der Korper in
seinen gegenwartigen Zustand gelangen konnte,iblalseen Werkinhalt des Korpers
genannt. Bei dieser Grosse ist zu bemerken, daBedtimmung ihres Werthes nur
in der Weise moglich ist, dass man von irgend eigrfangszustande ausgeht, und
dann dasjenige innere Werk bestimint, welches getherden musste, wahrend der
Korper von diesem Anfangszustande in seinen gegéiged Zustand Uberging.
Man kann nun den Werkinhalt des Kérpers entwedeemWeise angeben, dass man
darunter einfach das von dem als gegeben vorauggaseAnfangszustande an
gethane innere Werk versteht, oder so, dass madieaem letzteren noch eine
unbekannte Constante addirt, welche den im Anfargiande schon vorhandenen
Werkinhalt bedeutet.

Ebenso verhalt es sich natirlich auch mit der Eeergelche aus dem
Werkinhalte und dem Warmeinhalte besteht. Auchkaien man nur so bestimmen,
dass man dabei von irgend einem Anfangszustandegeltjs und den
Energiezuwachs betrachtet, welcher beim Uebergangediesem Anfangszustande
in den gegenwartigen Zustand stattfinden mussted&eAngabe der Energie kann
man sich dann entweder einfach auf diesen von d=gelipnen Anfangszustande an
gerechneten Energiezuwachs beschranken, oder nmmskeh zu demselben noch
eine unbekannte Constante hinzuaddirt denken, wettibB im Anfangszustande
schon vorhandene Energie bedeutet.
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so kann man die vorige Gleichung folgendermaassemiben:
) dQ = dU + dw.

Um den zweiten Hauptsatz auf die einfachste Artlygisah
auszudriicken, wollen wir annehmen, die Verandemingelche
der Korper erleidet, bilden einen Kreisprocesschuwelchen der
Korper schliesslich wieder in seinen Anfangszustamdickkommt.
Unter dQ sei wieder ein Element der aufgenommenen Warme
verstanden, und bedeute die vom absoluten Nullpunkte an gezéahlte
Temperatur, welche der Koérper in dem Momente hat,ewdieses
Warmeelement aufnimmt, oder, falls der Korper ininse
verschiedenen Theilen verschiedene Temperaturen g
Temperatur des Theiles, welcher das Warmeele@raufnimmt.
Wenn man dann das Warmeelement durch die dazu igehor
absolute Temperatur dividirt, und den dadurch ehtstden
Differentialausdruck fur den ganzen Kreisprocessgrirt, so gilt
fiir das so gebildete integral die Beziehung:

(1) de—Q <0,

worin das Gleichheitszeichen in solchen Fallen ewenden ist, wo
alle Verdnderungen, aus denen der Kreisprocessehtestn
umkehrbarer Weise vor sich gellen, Wahrend in ssidRallen, wo
die Veranderungen in nicht umkehrbarer Weise gdsshedas
Zeichen < gilt")

*in meiner Abhandlung »iiber eine veranderte Fors zleeiten Hauptsatzes der
mechanischen Warmetheorie« (Pogg, Ann. Bd. XCitil)wvelcher ich zuerst den auf
Kreisprocesse bezug-
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§ 2. Wir wollen nun zuerst die in der Gleichung.)(1
vorkommenden Grdssen in Bezug auf ihr Verhalten bei
verschiedenen Arten von Veradnderungen des Korpeaibern
betrachten.

Das aussere Werk, welches gethan wird, wahrendKdgger
aus einem gegebenen Anfangszustande in einen bastimanderen
Zustand ubergeht, hangt nicht blos vom Anfangs- Endzustande,
sondern auch noch von der Art des Uebergangs ab.

Erstens kommt es darauf an, ob die ausseren Kdiéeauf den
Korper wirken, und welche entweder von den ihnemgegen
wirkenden eigenen Kraften des Koérpers Uberwunderdeve oder
umgekehrt diese letzteren tberwinden, (wonach s dussere
Werk als, positiv oder negativ unterscheiden), digienen Kraften
des Korpers in jedem Augenblicke gleich oder vomeih
verschieden sind, wobei naturlich Verschiedenheitemer nur in
dem Sinne

lichen allgemeinsten Ausdruck des zweiten Hauptsagegeben habe, habe ich das
Vorzeichen des darin vorkommenden Differentialseasdgewahlt, als hier, indem
dort ein von dem veranderlichen Korper an ein Wéeservoir abgegebenes
Warmeelement positiv, und ein einem Warmeresereoizogenes Warmeelement
negativ gerechnet ist. Bei dieser Wahl der Votzen; welche hei gewissen
allgemeinen theoretischen Betrachtungen bequetmasiman statt (11.) zu schreiben:

£>0
T = i)

In der vorliegenden Abhandlung aber ist die im t€exgetroffene Wahl, wonach
,eine von dem veranderlichen Korper aufgenommenemaftaienge als positiv und
eine von ihm abgegebene Warmemenge als negativchgee wird, Uberall
beibehalten.
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vorkommen kdnnen, dass die tGiberwindende Kraft grdss als die
Uberwundene. Man kann nun freilich sagen, dassrzed, wenn
Uberhaupt eine Kraft eine andere Uberwinden sigldazu grésser
sein muss, als diese; da aber ,der Unterschiedclzarisihnen
beliebig klein sein kann, so kann man den Fall, asolute
Gleichheit stattfindet, als den Grenzfall anselts, wenn er auch
in der Wirklichkeit nie erreicht wird, doch thedssth noch als
maoglich zu betrachten ist. Wenn Kraft und Gegeftkrarschieden
sind, so ist die Art, wie die Veranderung vor sgght, eine nicht
umkehrbare.

Zweitens héngt, wenn festgesetzt ist, dass diender@ng in
umkehrbarer Weise vor sich gehen soll, das ausdsrk noch
davon ab, welches die Zwischenzusténde sind, di&deper beim
Uebergange aus dem Anfangszustande in den Enddustach
einander durchlauft, oder, wie man sich bildlictsdnicken kann,
auf welchem Wege der Korper aus dem Anfangszustamaken
Endzustand lbergeht.

Die Energie des Korpers, deren Element sich inGleichung
(1.) neben demjenigen des ausseren Werkes befineldtilt sich
ganz anders. Wenn der Anfangs- und EndzustandKéegers
gegeben sind, so ist dadurch die Veranderung, welid Energie
erleidet, vollstandig bestimmt, ohne dass man zss&vi braucht,
wie der Uebergang aus dem einen Zustande in demremd
stattgefunden hat, indem weder der Weg des Uebgegamoch der
Umstand, ob der Uebergang in umkehrbarer oder noictkehrbarer
Weise geschieht, auf die dabei eintretende
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Aenderung der Energie einen Einfluss hat. Wenn also

Anfangszustand und der ihm entsprechende WerttEdergie als
gegeben voraus gesetzt werden, so kann man sagEndié Energie
durch den augenblicklich stattfindenden Zustand #@rpers
vollstandig bestimmt ist.

Was endlich die wahrend der Zustandsanderung vem ,d
Korper aufgenommene WarnGg anbetrifft, so muss diese, weil sie
die Summe aus der Energieanderung und dem gethiarsseren
Werke ist, von der Art, in welcher der Uebergang Hérpers aus
dem einen Zustande in den anderen stattfindet|dithger Weise
abhangen, wie das dussere Werk.

Um nun das Gebiet, welches wir zunéchst zu beeachaben,
abzugrenzen, mége im Folgenden so lange, bis atidihii gesagt
wird, dass die nicht umkehrbaren Veradnderungen aunchdie
Untersuchung mit einbegriffen werden sollen, immerausgesetzt
werden, dass wir es nur mit umkehrbaren Verandemrm thun
haben.

Die Gleichung (1.), welche den ersten Hauptsatdréiekt, gilt
sowohl fir umkehrbare als auch fiur nicht umkehrbare
Veranderungen, und man braucht sie daher, um seiedp auf
umkehrbare Veranderungen anzuwenden, dusserliakiner Weise
zu modificiren, sondern muss nur festsetzen, dassr w und Q
dasjenige &ussere Werk und diejenige Warmemengstanelen
werden sollen, welche umkehrbaren Veranderungepesthen.

In der Beziehung (1l1.), welche den zweiten Haupgtsatsdriickt,
hat man, wenn sie auf umkehrbare
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Veranderungen angewandt werden soll, erstens disemfderQ die
Warmemenge zu verstehen, welche sich auf umkehrbare
Veranderungen bezieht, und zweitens hat man dgattdoppelten
Zeichens < einfach das Gleichheitszeichen anzuweridan erhalt
also fir alle umkehrbaren Kreisprocesse die Gleighu

(Ila.) '[dT—Q:

§ 3. Um mit den Gleichungen (1.) und (lla.) rechrzel kbnnen,
wollen wir annehmen, der Zustand des betrachtetéméfs sei
durch irgend welche Grdssen bestimmt. Félle, wel#sonders oft
vorkommen, sind die, wo der Zustand des Korpersldigeine
Temperatur und sein Volumen, oder durch seine Temyeund
den Druck, unter welchem er steht, oder endlicihcldusein
Volumen und den Druck bestimmt ist. Wir wollen uadser nicht
gleich an besondere Grossen binden, sondern walleréchst
annehmen, der Zustand des Korpers sei durch zeigtbige
Grossen, welchex und y heissen mogen, bestimmt, und diese
Grdssen wollen wir in den Rechnungen als die unadiban Ver-
anderlichen betrachten. Natirlich steht es uns denrspecielleren
Anwendungen immer frei, unter einer dieser Verdiaten oder
unter beiden eine oder zwei der vorher genanntéssen, Tempe-
ratur, Volumen und Druck zu verstehen.

Wenn die Grésserundy den Zustand des Korpers bestimmen,
so muss die Grosde, die Energie des Kdrpers, welche nur von dem
augenblicklich stattfindenden Zustande des Kdrpbhgingt,
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sich durch eine Function dieser beiden Verandesticharstellen
lassen.

Anders verhalt es sich mit den Gréssenund Q. Die
Differentialcoefficienten dieser Grossen, welchwiir
folgendermaassen bezeichnen wollen:

(1) d_VV_ | dW_

=m;, —=n,
dx dy

(2) d_Q:M;E:N,
dx dy

sind bestimmte Functionen vonundy. Wenn namlich festgesetzt
wird, dass die Veranderlichein x + dx Gibergehen soll, wahrend
unverandert bleibt, und dass diese Zustandséandeeméorpers in
umkehrbarer Weise geschehen soll, so handelt &susit einen
vollkommen bestimmten Vorgang, und es muss daheh aas
dabei gethane &ussere Werk ein bestimmtes seirgug/oneiter

d . .
folgt, dass der Bruclalxvebenfalls einen bestimmten Werth haben

muss. Ebenso verhdlt es sich, wenn festgesetdt darssy iny +
dy Ubergehen soll, wahremxctonstant bleibt.

Wenn hiernach die Differentialcoefficienten des s&men
Werkes w bestimmte Functionen vemundy sind, so muss zufolge
der Gleichung (l.) auch von den Differentialcoaffiten der vom
Kdrper aufgenommenen Warntg dasselbe gelten, dass auch sie
bestimmte Functionen vooundy sind.

Bilden wir nun aber fudw unddQ ihre Ausdriicke ix unddy;,
indem wir unter Vernachlassigung der Glieder, weltchBezug auf
dxunddy von hdherer Ordnung sind, schreiben:

3) dw = mdx + ndy
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4) dQ=Mdx+Ndy,
so erhalten wir dadurch zwei vollstandige Diffetelgleichungen,
welche sich nicht integriren lassen, so lange dieaxderlicherx
undy von einander unabhangig sind, indem die Gréasemund M,
N der Bedingungsgleichung der Integrabilitat, namlic

dm_ dn dm _ dN

dy ~ dx resp. dy ~ dx
nicht gentigen. Die Grdssen w und Q gehdren alsdenjenigen,
welche in der mathematischen Einleitung zur ersiatheilung
meiner Abhandlungensammlung besprochen wurden, ndere
Eigenthimlichkeit darin besteht, dass zwar ihrefdbéntialcoeffi-
enten bestimmte Functionen der Dbeiden unabhangigen
Veranderlichen sind, dass sie selbst aber nichthdwsolche
Functionen dargestellt werden kdnnen, sondern sidt dann
bestimmen lassen, wenn noch eine weitere Beziehwisghen den
Veranderlichen gegeben und dadurch der Weg dernderéngen
vorgeschrieben ist.

§ 4. Kehren wir nun zur Gleichung (l.) zuriick wsetzen darin
fur dwunddQ die Ausdriicke (3) und (4), und zerlegen ebeitgin
seine beiden auflx und dy beziglichen Theile, so lautet die
Gleichung:

du du
Mdx + Ndy —(dx+m>dx +(dy+m)dy
Da diese Gleichung fur alle beliebigen Werthe vanudd dy

gultig sein muss, so zerféllt sie in folgende zwei:

du
M= CIX+m

_du,
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Differentiiren wir die erste dieser Gleichungenmgaind die zweite
nachx, so erhalten wir:

dM_ U dm
dy ~ dxdy dy
dN_ d°U ,dn
dx - dxdy dx

Nun ist auf U der fir jede Function von zwei unaigigen
Veranderlichen geltende Satz anzuwenden, dass, manrsie nach
den beiden Veranderlichen differentiirt, die Ordgunder
Differentiationen gleichgliltig ist, so dass marzeatkann:

qu _du

dxdy™ dxdy
Wenn man unter Beriicksichtigung dieser letzten dBleig die
zweite der beiden vorigen Gleichungen von der rrsibzieht, so
kommt:

dMm w_d_m dn

®) dy dx ~ dy " dx

In &hnlicher Weise wollen wir nun auch die Gleicgufila.)
behandeln. Setzen wir in derselbend@ seinen Werth aus (4) ein,

so lautet sie:
I(M dx+— dy]

Wenn das hier an der linken Seite stehende Intgegptakmal, so oft
x und y wieder zu ihren urspriinglichen Werthen iggéa, Null
werden soll, so muss der unter dem Integralzeichstehende
Ausdruck das vollstandige Differential einer Fuantivon x und y
sein, und es muss daher die oben besprochene Bedsgleichung
der Integrabilitait erfillt sein, welche fir dieserfFall
folgendermaassen lautet:

3-89

Clausius, Hauptgleichungen der mechan.Warmetheorie. 13

Fahrt man hierin die Differentiationen aus, indemnnedenkt, dass
die Temperatur des Kérpers ebenfalls als Functmmxvundy zu
betrachten ist, so kommt:
1dv M dt_1dN N dT
T dy T°'dy” T dx T° dx
oder anders geordnet:
dM dN 1( a7 dx)
6) dy "dx~ T
Den beiden so erhaltenen Glelchungen (5) und (Bewavir
noch eine etwas andere aussere Gestalt geben. idhnzo viele
verschiedene Buchstaben in den Formeln zu habelfenweir fir
M und N, welche als abgekUrzte Zeichen fur die

Differentialcoefﬁcienteng und elngef[]hrt sind, kinftig wieder

die Differentialcoefficienten selbst schreiberBetrachten wir
ferner die in (5) an der rechten Seite stehendéei®ifiz, welche,

. N . ) . . L. dw
wenn wir auch fum undn wieder die leferentlalcoefﬂmentma;

dw . .
und dy schreiben, lautet:

d d_w) d d_w)
dydx/ ~dx\dy

so ist die durch diese Differenz dargestellte Grdsime Function
von x undy, die gewéhnlich als bekannt anzunehmen ist, indem
von aussen auf den Korper wirkenden Kréfte der cthbre
Beobachtung zugénglich sind, und daraus dann weésraussere
Werk bestimmt werden kann. Wir wollen diese Diiez, welche
im Folgenden sehr haufig vorkommt, die awmy bezlgliche
Werkdifferenz nennen,
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und dafir ein besonderes Zeichen einfiihren, inderseizen:
d/dw\ d/dw
(M By=g dx) 'd dy)
Durch diese Aenderungen in der Bezeichnung gehea di
Gleichungen (5) und (6) Uber in:
d/dQ\ d/dQ\ _
® 3 dx)'d dy) =By
QQQQAEQQM%
®)  G\dx) dxdy) = T\dy dx ~dx dy
Diese beiden Gleichungen bilden die auf umkehrbare
Veranderungen bezlglichen analytischen Ausdriicke tagden
Hauptsatze fur den Fall, wo der Zustand des Kordersh zwei
beliebige Veranderliche bestimmt ist. Aus dieseleicBungen
ergiebt sich sofort noch eine dritte, welche iresofeinfacher ist, als
sie nur die Differentialcoefficienten erster Ordguwon Q enthélt,

namlich:
dT dQ dT dQ_
(10) dy dx “dx dy” TEy,

§ 5. Besonders einfach werden die drei vorstehende
Gleichungen, wenn man als eine der unabhangigeanderlichen
die Temperatur des Korpers wahlt. Wir wollen zmmdéweckey =
T setzen, so dass nun die noch unbestimmt gelassgissex und
die TemperaturT die beiden unabhangigen Veranderlichen sind.
Wenny = T ist, so folgt daraus ohne Weiteres, dass

ist. Was ferner den Differentialcoefficientdr anbetrifft, so ist bei
der Bildung desselben vorausge-
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setzt, dass, wahrendin x + dx Gibergeht, die andere Veranderliche,
welche bishey hiess, constant bleibe. Da nun gegenwartiglbst
die andere Veranderliche ist, welche in dem
Differentialcoefficienten als constant vorausgesetrd, so folgt
daraus, dass man zu setzen hat:

dT _

dx~ 0
Bilden wir nun zunéchst die axfT bezigliche Werkdifferenz, so
lautet diese:

) B g

und unter Anwendung dieses Werthes gehen die Gieggn (8),
(9) und (10) tber in:

d(dQ) d(dQ) _
(12) d dx)'d dT) = Ba

d(dQ) d(dQ) _1 dQ
(13) d dx) “d dT) =T "dx
(14) %J; = TE,

Wenn man das in (14) gegebene ProdillE statt des
Differentialcoefficienten%% in die Gleichung (12) einsetzt, und es,

wie dort vorgeschrieben ist, nach T differentigo, erhalt man noch
folgende Gleichung:
(15) i(@j :Td& .
dx\ dT daT

§ 6. Bisher haben wir Uber die ausseren Kréfteededer
Korper unterworfen ist, und auf welche sich das bei
Zustandsanderungen gethane aussere Werk bezigtg,desondere
Annahmen gemacht. Wir wollen nun einen Fall nahardehten,
welcher
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vorzugsweise haufig vorkommt, namlich den, wo diezige

vorhandene &ussere Kraft, oder wenigstens die geinaivelche
bedeutend genug ist, um bei den Rechnungen Beoitiging zu
verdienen, ein auf die Oberflache des Koérpers widiee Druck ist,
welcher an allen Punkten gleich stark und Ubeminmal gegen die
Oberflache gerichtet ist.

In diesem Falle wird nur bei Volumenénderungen ldéspers
aussers Werk gethan. Nennen wir den auf die Hhkeeit
bezogenen Druck p, so ist die aussere Arbeit, eetthan wird,
wenn das Volumer umdv zunimmt:

dW = pdv,
und demgemass das aussere Werk, d. h. die nach eMaasse
gemessene aussere Arbeit:
(16) dw = Apdv.

Denken wir uns nun, dass der Zustand des Korpeachdwwvei
beliebige Veranderlich& undy bestimmt sei, so sind der Drupk
und das Volumen als Funktionen vox undy zu betrachten. Wir
kdnnen also die vorige Gleichung in folgender Feahreiben:

dv dv
dw = Ap(d—xdx +d—ydy)
woraus folgt:

dw dv
dx ~ Ap dx
dw dv
dy ~ Ap@

17)

L d dw . .
Setzen wir diese Werthe voa'\fzv undd—\;v in den in (7) gegebenen

Ausdruck von E,, ein, und fihren die darin angedeuteten

Differentiationen aus, und be-
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o . dv d . .
riicksichtigen zugleich, da%: Wdy = sein muss, so erhalten wir:

_ (90 dv dp dv
(18)  By= A(dy Tdx T dx dy)

Diesen Werth vork,, haben wir auf die Gleichungen (8) und
(10) anzuwenden.

Sindx undT die beiden unabhangigen Veranderlichen, so erhalt
man, ganz der vorigen Gleichung entsprechend:

_,(dp dc dp d_v)
(19)  By= A(dT'dx" dx dT) °
welchen Werth man auf die Gleichungen (12), (14§ ya5)
anzuwenden hat.

Die einfachsten Formen nimmt der in (18) gegebensdfuck
an, wenn man entweder das Volumen oder den Drigckeiak der
unabhangigen Veranderlichen, oder wenn man VoluamehDruck
als die beiden unabhéngigen Veranderlichen walkilt.diese Falle
geht ndmlich die Gleichung (18), wie sich leictgedren lasst, Uber
in;

(20)  E,=AD

dy
d
@) By=-Ag,
(22) Ep= A

Will man endlich in den Féllen, wo entweder daswoén oder
der Druck als eine unabhangige Veranderliche gewshl die
Temperatur als andere unabhangige Veranderlichelemglso
braucht man nur in den Gleichungen (20) und (RBn die Stelle
vony zu setzen.

§ 7. Unter den vorhergenannten Umstanden,

x.1 2
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wo die einzige vorhandene fremde Kraft ein gleicksiger und
normaler Oberflachendruck ist, pflegt man als uialgige
Veranderliche, welche den Zustand des Korpersresth sollen,
am haufigsten die im vorigen § zuletzt genanntefis€n zu wah-
len, namlich Volumen und Temperatur, oder Druck Wirthperatur
oder endlich Volumen und Druck. Die fur diese dréile geltenden
Systeme von Differentialgleichungen will ich, obwalke sich leicht
aus den obigen allgemeineren Systemen ableiteaniagech ihrer
haufigen Anwendung wegen, hier in Ubersichtlichereis¥
zusammenstellen. Das erste System ist dasjenigehageich in
meinen Abhandlungen bei Betrachtung speciellereRélimer ange-
wandt habe.
Wenn v und T als unabhangige Veranderliche gevsdidt

9 (90)_g[d0) 0

dT\dv /) dvidT dT
1(d_0j_g(d_<?j=;9d_©
(23) dT dvd dv de T dv
_Q:AT_p
dv de
dvidT dT?

Wennp undT als unabhéngige Veranderliche gewahlt sind:

1[@}-1(@): Adv

dT\dp ) dp\dT dT
d(dQ _1(@}19@
(24) dT\dp) dp\dT) T dp
d_Q:ATﬂ
dp dT
i(@):AT d*v
dp\ dT dT?
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Wenn v und p als unabhangige Veranderliche gevsiitdt
g(d_Qj_g 49\ o
dpldv/) dvidp

1(@)-1(@} :;(d_ng_Q_d_ng_QJ

(25) dpldv) dvidp) T{dp dv dv dp
4T 4Q_dT 40 _
dp dv dv dp

§ 8. Unter den Fallen, auf welche die Gleichundes vorigen
8§ Anwendung finden, ist der einfachste der, wo leimogener
Kdrper von durchweg gleicher Temperatur gegebenvisticher
unter einem gleichmassigen und normalen Oberflatheke steht,
und bei Aenderung der Temperatur und des Druckes\s#gumen
andern kann, ohne dabei seinen Aggregatzustanddarri

In diesem Falle hat der Differentialcoefficie%$ eine einfache

physikalische Bedeutung. Denken wir uns namlichssd das
Gewicht des Korpers eine Gewichtseinheit sei, siebiet dieser
Differentialcoefficient, je nachdem bei seiner Bitd) das Volumen
oder der Druck als constant vorausgesetzt istspkeifische Warme
bei constantem Volumen oder die specifische Warme b
constantem Drucke.

Es ist in solchen Féllen, wo die Natur des Gegedsts es mit
sich bringt, dass man die unabhangigen Veréandenidit wechseln
muss, und wo daher Differentialcoefficienten vorkoem, welche
sich nur dadurch von einander unterscheiden, déssGdosse,
welche bei der Differentiation als constant vorasegzt wurde, in
ihnen verschieden ist, bequem, diesen Unterschiedthd ein
ausseres Merkmal anzudeuten,



20 Clausius, Hauptgleichungen der mechan. Warmetheorie.

damit man ihn nicht immer in Worten anzugeben bnaudch will
dieses dadurch thun, dass ich den Differentialedefften in
Klammern schliesse, und die Grdsse, welche beDifégrentiation
als constant vorausgesetzt ist, mit einem Uberaingebrachten
wagrechten Striche versehen , als Index danebegileh Hiernach
sind also die beiden Differentialcoefficienten, ghed die specifische
Waéarme bei constantem Volumen und bei constantemcKkeru
bedeuten, folgendermaassen zu schreiben:

aQ und aQ
daT J; dT /)5
Ferner ist von den drei Grossen, welche in unserm
gegenwartigen Falle bei der Bestimmung des Zustadds Korpers
in Betracht kommen, namlich Temperatur, Volumen Wmck,

jede als Funktion der beiden anderen anzusehen,mard kann
daher folgende sechs Differentialcoefficienten émild

() (), (), o] (50 )

Bei diesen Differentialcoefficienten kdnnte man thdices, welche
angeben, welche Grosse bei jeder Differentiatios e@bnstant
vorausgesetzt ist, fortlassen, wenn man ein fénall festsetzt, dass
von den drei Grossel, v und p diejenige, welche in dem
Differentialcoefficienten nicht vorkommt, als coast zu betrachten
ist. Indessen der Uebersichtlichkeit wegen und wmeifolgenden
auch Differentialcoefficienten zwischen denselbenrdgsen
vorkommen, bei den die als constant vorausges&risse eine
andere ist, als hier, wollen wir, wenigstens in denachstfolgenden
Gleichungen, die Indices mitschreiben.
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Es erleichtert nun die mit diesen sechs Differécuiefficienten
anzustellenden Rechnungen, wenn man die zwischernih
stattfindenden Beziehungen im Voraus feststellt.

Zuerst ist klar, dass unter den sechs Differerd&fficienten
dreimal je zwei vorkommen, welche einander reciprsikd.
Nehmen wir z. B. die Grosseals constant an, so hangen die beiden
andern Grdssem undp so unter einander zusammen, dass jede von
ihnen einfach als Function der anderen anzusehdghbienso stehen,
wenn p als constant angenommen wifdynd v, und wennT als
constant angenommen wirdundp in dieser einfachen Beziehung
zu einander. Man hat also zu setzen:

(26) (31;] -($) (i) (39(315} (ggj

Um ferner die Beziehung zwischen den drei Paaren vo
Differentialcoefficienten zu erhalten, wollen wieibpielsweisg als
Function vonT und v betrachten. Dann hat man die vollstandige
Differentialgleichung:

dp= [dp) dT+(dpj dv.
dT dv

Wenn wir nun diese Gleichung auf den Fall anwendelien,
WO p constant ist, so haben wir in ihr zu setzen:

dp=0und dv= (dv) daT,
dT

wodurch sie Ubergeht in:

0= (dpj dT+(dpj dv d"j dT
dT J; dv daT
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Wenn man hieraudT forthebt, und dann noch mit
[%] dividirt, so erhalt man:

dp) (fav) HdT) __
e (SRS

Mit Hiilfe dieser Gleichung in Verbindung mit dene@hungen
(26) kann man jeden der sechs Differentialcoeffi@a durch ein
Product oder durch einen Bruch aus zwei anderefer@iitialcoef-
ficienten darstellen.

8§ 9. Kehren wir nun zur Betrachtung der Warmeabhie
und Warmeabgabe des gegebenen Korpers zuriick waiciheen
die specifische Wéarme bei constantem Volumen eniind die
specifische Wéarme bei constantem Drucke @&itso haben wir,
wenn wir das Gewicht des Kérpers als eine Gewiahhtsd
annehmen, zu setzen:

(d_Q) =C.(£j =C
dT);  \dT /5 '

Ferner ist geméass den Gleichungen (23.) und (24):

(@l ) () (&)
dv T dT v dp T dT P

Hiernach kann man folgende vollstdndige Differdgte&chungen
bilden:

dp
28)  dQ=cdT+AT =L |d
(28) Q=c (de v

\Y

dv
29 dQ=cdT-AT|—| d
29) Q=c (dT)p P

Aus der Vergleichung dieser beiden Ausdriicke @@rergiebt
sich sofort die Beziehung zwischen den beiden §peleen

Warmenc und C. Gehen wir namlich von der letzten Gleichung
aus, welche
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sich aufT und p als unabh&ngige Veranderliche bezieht, so kann
man daraus eine Gleichung ableiten, welche sichTauhd v als
unabhéangige Veranderliche beziehen. Man brauchi darp als
Function vonT undv zu betrachten, und demgemass zu schreiben:
dp:(@j dT+(@j dv
dT v dv T

Durch Einsetzung dieses Werthes min die Gleichung (29) geht
sie Uber in:

sos|o-(g) (5] - ) €2

Wenn man hierin das im letzten Gliede stehende uetodweier
Differentialcoefficienten mit Hilfe der Gleichun@®) durch einen
einfachen Differentialcoefficienten ersetzt, so kaim

dQ:{C—AT(Q) [ﬁﬂj }dT—AT(ﬂ) dv
dT )5 \dT J; dT -

Vergleicht man diesen Ausdruck vd@ mit dem in (28) gegebenen
und bedenkt, dass der Factor wbhin beiden Ausdriicken gleich
sein muss, so erhélt man folgende die Beziehungchen den
beiden specifischen Warmen ausdriickende Gleichung:

(30) c=C- AT(%)p [ﬁ%)v .

Der hierin vorkommende Differentialcoefficief%]f stellt die
P

Ausdehnung des Korpers durch Temperaturerh6hungiddrist der
Regel nach als bekannt voraus zu setzen. Der ander

Differentialcoefficient [%j— pflegt zwar bei festen und tropfbar

flissigen
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Korpern nicht unmittelbar durch Beobachtung bekamnsein, aber
man kann nach (27) setzen.
L&)
dT J;

g

und in diesem Bruche ist der im Zahler stehende
Differentialcoefficient wieder der vorher besproohe und der im
Nenner stehende Differentialcoefficient stellt, wear mit dem
negativen Vorzeichen genommen wird, die Volumeringarung
durch Druckvermehrung oder die Zusammendrickbarkisit,
welche man bei einer Anzahl von Fliissigkeiten digganessen hat,
und bei festen Korpern aus dem Elasticitatscoeffign
naherungsweise berechnen kann. Durch Einfuhrurgesi8ruches
geht die Gleichung (30) uber in:

(&)

dT /3

(&)

Bei der Anwendung dieser Gleichung zu numerischen
Rechnungen ist noch zu beachten, dass man in den
Differentialcoefficienten als Volumeneinheit denbis derjenigen
Langeneinheit, welche bei der Bestimmung der Grésaegewandt
ist, und als Druckeinheit den Druck, welchen eingerieine
Flacheneinheit verbreitete Gewichtseinheit auséilmyenden muss.
Auf diese Einheiten hat man daher den Ausdehnueffitdenten
und den Zusammendriickungscoefficienten, wenn sie, siie es
gewohnlich der Fall ist, auf andere Einheiten beaie zu reduciren.

(31)c=C+AT
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Da der Differentialcoefficien(d"]fimmer negativ ist, so folgt

)
daraus, dass die specifische Warme bei constantdomén immer
kleiner sein muss als diejenige bei constantem kruber andere

Differentialcoefficient[%]i ist im Allgemeinen eine positive
P

Grosse. Beim Wasser ist er bei der TemperatuMdesmums der
Dichte gleich Null, und demnach sind bei dieser peratur die
beiden specifischen Warmen gleich. Bei allen asmler
Temperaturen, sowohl unter als tiber der TempedasiMaximums
der Dichte, ist die specifische Warme bei constaniéolumen
kleiner, als die bei constantem Drucke, denn wenchader

Differentialcoefficient [%]7 unter dieser Temperatur einen
p

negativen Werth hat, so hat das doch auf den WeethFormel
keinen Einfluss, weil dieser Differentialcoeffictan ihr quadratisch
vorkommt?)

1) Um ein Beispiel von der Anwendung der Gleichung (31) zu erhalten,
wollen wir das Wasser bei einigen bestimmten Temperatureachétn,
und die Differenz zwischen den beiden specifischen Warmen berechne
Nach den Beobachtungen von Kopp, deren Resultate z. B. in dem
Lehrbuche der phys. und theor. Chemie S.204 in einigen Zahlenreihen
zusammengestellt sind, hat man fur Wasser, wenn sein Volumei bk
Einheit genommen wird, folgende Ausdehnungscoefficienten:
bei 0° - 0,000061

25° + 0,00025

50° + 0,00045
Nach den Beobachtungen von Grassi (Ann. de chim. et de phys.

x. 1. 2*
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Aus den Gleichungen (28) und (29) kann man audntieine
vollstandige Differentialgleichung fur Q ableitemglche sich auf p
und v als unabhéngige Veranderliche bezieht. Mandht dazu nur
T als

3®sér. t. XXXI. p. 437 und Kronig's Journ. fur Physik des AuslandedIB
5. 129) hat man fur die Zusammendriickbarkeit des Wassers folgende
Zahlen, welche die durch eine Druckzunahme um eine Atm. verursachte
Volumenverminderung als Bruchtheil des beim urspringlichen Drucke
stattfindenden Volumens angeben:

bei 0° 0,000050

» 25° 0,000046

» 50° 0,000044
Wir wollen nun beispielsweise fur die Temperatur von 25° die Rechnung
durchfuhren.

Als Langeneinheit wahlen wir das Meter und als Gewichtseirolaesit

Kilogramm.  Dann haben wir als Volumeneinheit ein Cubikmeter
anzunehmen, und da ein Kilogramm Wasser bei 40 den Raum von 0,001

Cubikmeter einnimmt, so missen wir, uﬁ%} erhalten, den oben
p

angefuhrten Ausdehnungscoefficienten mit 0,001 multipliciren, also:
(ﬂj = 0,00000025 = 25.18
dT B

Bei der Zusammendrickbarkeit ist dem vorigen nach das Volumen, welche
das Wasser bei der betreffenden Temperatur und beim urspriinglichen
Drucke, den wir als den gewdhnlichen Druck einer Atm. voraussetzen
kdénnen, als Einheit genommen. Dieses Volumen ist bei 25° gleich 0,001003
Cubikm. Ferner ist eine Atm. Druck als Druckeinheit genommen,emdhr
wir den Druck eines Kilogramms auf ein Quadratmeter als Drobkéi
nehmen mussen, wonach eine Atm. Druck durch 10333 dargestellt wird.
Demgemass haben wir zu setzen:

dv) _ 0.000046 « 0.001003 3
[dT] - 10333 - 4510

Ausserdem haben wir bei 25° zu setzé&r 273 + 25 = 298 und
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Function vorp undv zu betrachten, und demgemass zu setzen:

dT = dp+( j dv.
dp ; dv
Substituirt man in der Gleichung (29) diesen Weiiih dT so
kommt:
do=|c/ 9T AT( d") dp+C(de dv
dp dT dv /;

o), o ool

Die im letzten Ausdrucke in der eckigen Klammer hstale
Differenz ist nach (30) gleick, und man kann daher die Gleichung
so schreiben:

fur Awollen wir nach Joule annehmen. Diese Zahlenwerthe
in die Gleichung (31) eingesetzt giebt:
298 252:10°
C-c= 424" 45.102 - 0,0098
In derselben Weise ergeben sich aus den obigen Werthen des
Ausdehnungscoefficienten und der Zusammendrickbarkeit hei 0° und 50°
folgende Zahlen:
bei 0° C - ¢ = 0.0005
,»50° C-c=0,0358
Wenden wir nun fU€, die specifische Warme bei constantem Drucke, die
von Regnault experimentell gefundenen Werthe an, so erhalteairwiief
beiden specifischen Warmen folgende Paare von Zahlen:

bei0° C=1, ¢=0,9995
» 25° C=1,0016 ¢=0,9918
» 50° C=1,0042, c=0,9684.
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(32) dQ:c(d—TJ dp+C(d—T) dv.
dp /), dv/,

§ 10. Die drei vollstandigen Differentialgleichwerg(28), (29)
und (32) erfillen nicht die Bedingung der unmittéeknm
Integrabilitat, was sich in Bezug auf die beidestem sofort aus den
schon weiter oben aufgestellten Gleichungen ergidbiihren wir
namlich in den Gleichungen, welche in den Syste(@8h und (24)
zu unterst stehen, die BuchstalsamdC ein, so lauten sie:

2132
dac| _ AT( szj

wahrend die Gleichungen, welche erfillt sein miissteenn (28)
und (29) integrabel sein sollten, lauten:

A (@)
ERELEIREN

Aehnlich, nur etwas weitlaufiger, ist der Nachweis fihren,
dass die Gleichung (32) nicht integrabel ist, wiah sibrigens dem
Vorigen nach auch von selbst versteht, da sie ansGleichungen
(28) und (29) abgeleitet ist.

Die drei Gleichungen gehoren also zu denjenigetstéanidigen
Differentialgleichungen, welche in der Einleitungurz ersten
Abtheilung meiner Abhandlungensammlung besprochied, sind
welche sich erst dann integriren lassen, wenn hgiscden
Veranderlichen noch eine andere Relation gegebdrdadurch der
Weg der Verédnderung vorgeschrieben ist.

(33)
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Unter den mannichfachen Anwendungen, welche sichdem
Gleichungen (28), (29) und (32) machen lassen, ialil hier nur
eine als Beispiel anfihren. Es soll angenommen everder Korper
andere in umkehrbarer Weise durch Druckénderung \éeiumen,
ohne dass ihm dabei Warme zugefiihrt oder entzogetew Es soll
bestimmt werden, welche Volumendnderung unter diese
Umstanden durch eine gewisse Druckanderung vesniasd, und
wie sich die Temperatur dabei andert, oder allgeareiwelche
Gleichungen unter diesen Umstanden zwischen Temypgera
Volumen und Druck stattfinden.

Man erhélt diese Gleichungen sofort, wenn man in deei
vorhergenannten Gleichungel® = 0 setzt. Die Gleichung (28)
gibt dann:

cdT+ AT(@) dv=0
daT J;

Wenn man diese Gleichung durdw dividirt, so ist der dadurch
T . .
entstehende Brucﬂ; der auf diesen besonderen Fall beziglichen

Differentialcoefficient vonT nach v, welchen wir dadurch von
anderen Differentialcoefficienten vod nach v unterscheiden
wollen, dass wirg als Index daneben schreiben. Man erhalt also:

o (3] —-()

Ebenso erhalt man aus der Gleichung (29):

35 |49 :ﬂ(ﬂ)

dp 5 C \dT/;

Aus der Gleichung (32) erhéalt man zunéchst:
(&)

dv| __cldp);

e

dv/,
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woflr man nach (27) schreiben kann:

(36) [ﬂj :E(Q]
dp 5 Cldp);

Fuhrt man in diese Gleichung noch fiiseinen Werth aus (31) ein,
so geht sie Uber in:

w (38205
dp6 dp); C (dp);

§ 11. Wenn man die Gleichungen der beiden vorgfrauf
ein vollkommenes Gas anwendet, so nehmen sie nestiimmtere
und zugleich sehr einfache Formen an.

Fir diesen Fall hat man zwischen den Gréssamd p als
Ausdruck des Mariotte'schen und Gay- Lussac'schesei@es die
Gleichung:

(38) pv = RT,
worin R eine Constante ist. Hieraus folgt:

(@) :B.(mj _R
dT ), v'\dT/;

(39) (dsz :0;(d_2"] _
dT? ). dT? )5

Verbindet man die beiden letzten Gleichungen min de
Gleichungen (33), so erhalt man:

@ [5)=o{5) -

Hieraus folgt, dass die beiden specifischen Wéarmemd C bei
einem vollkommenen Gase nur Functionen der Tempersgin
kénnen. Aus anderen Griinden, welche auf besondBedrach-
tungen beruhen, auf die ich hier nicht eingehenl, wit zu
schliessen, dass die beiden specifischen Warmeh aan der
Temperatur unabhéangig und somit constant sind, IRésuwelche
in Bezug auf die specifische Warme

o ©
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bei constantem Drucke durch die von Regnault mitnpaenten
Gasen angestellten experimentellen Untersuchunggétipt sind.
Wendet man die beiden ersten der Gleichungen (38) die
Gleichung (30) an, welche die Beziehung zwischen Heiden
speciflschen Warmen angiebt, so erhalt man diectleig:
c=c-ATRR
p v
welche in Folge von (38) Ubergeht in:
(41) c=C-AR.
Die Gleichungen (28), (29) und (32) gestalten sdirch
Anwendung der beiden ersten der Gleichungen (3%ef
dermaassen:

dQ=cdT+ARL dv
\%
(42) 1do=CdT+ ARlpdp

C
dQ=Lvdp+% pdy,
Q g Vdp+=p

worin man noch das Product AR gemass (41) durclbifferenzC
- ¢ ersetzen kann. Von den Anwendungen dieser Gleglinabe
ich in meiner Abhandlung ,,iber die bewegende Kdait Warme
etc.” und in einem in meiner Abhandlungensammluafindlichen
Zusatze zu der Abhandlung ,,uber die AnwendungS#dzes von
der Aequivalenz der Verwandlungen auf die innerbeif schon
mehrere Beispiele gegeben, und ich will daher hieht weiter
darauf eingehen.

§ 12. Ein anderer Fall, welcher wegen seiner bhaufi
Anwendungen von besonderem Interesse
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ist, ist der, wo mit den Zustandsédnderungen desadigeten
Korpers eine theilweise Aenderung des Aggregatndss
verbunden ist.

Wir wollen annehmen, es sei ein Kdrper gegeben,demn sich
ein Theil in einem und der dbrige Theil in einemdam
Aggregatzustande befinde. Als Beispiel kann mah dienken, ein
Theil des Koérpers befinde sich im fliissigen und igtetige Theil im
dampfférmigen Zustande, und zwar mit derjenigen hbgkeit,
welche der Dampf in Berthrung mit der Flussigkeitnianmt;
indessen gelten die aufzustellenden Gleichunget, awenn ein
Theil des Kdrpers sich im festen, und der anderdiissigen, oder
ein Theil im festen und der andere in dampfféormigarstande
befindet.

Wir wollen daher der grésseren Allgemeinheit wedrenbeiden
Aggregatzustédnde, um die es sich handeln soll, t nicdher
bestimmen, sondern sie nur den ersten und den iterwe
Aggregatzustand nennen.

Es sei also in einem Gefasse von gegebenem Volugiee,
gewisse Menge des Stoffes eingeschlossen, undheiih desselben
habe den ersten, und der andere Theil den zweiigne§atzustand.
Wenn die specifischen Volumina, welche der Stofi e@er
gegebenen Temperatur in den beiden Aggregatzusta e,
ungleich sind, so kdnnen in einem gegebenen Raumkeiden, in
verschiedenen Aggregatzustdnden befindlichen Theihécht
beliebige, sondern nur ganz bestimmte Grdssen hab®@renn
namlich der Theil, welcher sich in dem Aggregatzode von
grosserem specifischem Volumen befindet, an Grassenmt, so
wachst damit zugleich der
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Druck, den der eingeschlossene Stoff auf die Umhgkwande
ausubt, und den er daher auch umgekehrt von den
Umhillungswanden erleidet, und es wird zuletztRimkt erreicht,
wo der Druck so gross ist, dass er den weitereretd@img in diesen
Aggregatzustand verhindert. Wenn dieser Punldiaht ist, so
kénnen, so lange die Temperatur der Masse und dturiven, d. h.
der Rauminhalt des Geféasses, constant bleibenGidiesen der in
den beiden Aggregatzustanden befindlichen Theile sicht weiter
andern. Nimmt dann aber, wahrend die Temperatustanhbleibt,
der Rauminhalt des Gefasses zu, so kann der Twither sich in
dem Aggregatzustande mit grosserem specifischemuniven
befindet, noch weiter auf Kosten des anderen waxghse abermals
derselbe Druck, wie vorher, erreicht und dadurch deitere
Uebergang verhindert ist.

Hieraus ergiebt sich die Eigenthimlichkeit, welchesen Fall
von anderen unterscheidet. Wahlen wir namlichléieperatur und
das Volumen der Masse als die beiden unabhangigen
Veranderlichen, durch welche ihr Zustand bestiminti wso ist der
Druck nicht eine Function dieser beiden Verandeeic sondern
eine Function der Temperatur allein. Ebenso vensilsich, wenn
wir statt des Volumens eine andere Grosse, welidmegieichfalls
unabhangig von der Temperatur andern kann, unddsritTem-
peratur zusammen den ganzen Zustand des Korpeimimesals
zweite unabhéngige Veranderliche wahlen. Auch d@ser kann
der Druck nicht abhéngen. Die beiden Grdssen Teahpeund
Druck zusammen kdnnen in diesem Falle nicht a&ddi-

xe 1. 3
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den Veréanderlichen. welche zur Bestimmung des Kérstandes
dienen sollen, gewéhlt werden.

Wir wollen nun neben der Temperatir irgend eine noch
unbestimmt gelassene Grosse als zweite unabhangige
Veranderliche zur Bestimmung des Korperzustandeslena
Betrachten wir dann den in (19) gegebenen AusdderkaufxT
bezlglichen Werkdifferenz, namlich:

_@@@%
Ea=AldT "dx " dx dT/
S0 ist hierin dem Vorigen na%E: 0 zu setzen, und wir erhalten
also:
_Adp dv
(43) Br = AGT " dx
Hiedurch gehen die drei Gleichungen (12) (13) (i) Gber in:
d(dQ d(dQ)\_,dp dv
(44)  Jmdx "d dT))_AdT'dx
d/dQ d, d&D _1dQ
(45 gmdx “dAdT)) T T dx
dQ_ ,_dpdv
(46)  “ax = ATgTax:

§ 13. Um diesen Gleichungen bestimmtere Formegehen,
wollen wir die ganze Gewichtsmenge des betreffenSierffes M,
und den Theil desselben, welcher in den zweitenrégmtzustand
Ubergegangen ist, m nennen, so ddssm die Grosse des Theiles
ist, welcher sich noch im ersten Aggregatzustanefindet. Die
Grossem wollen wir als unabhéngige Veranderliche wahlealcive
mit T zusammen den Zustand des Kdrpers bestimmt.
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Das specifische (d. h. das auf die Gewichtseinbeizogene)
Volumen des Stoffes im ersten Aggregatzustandenger und das
specifische Volumen im zweiten Aggregatzustandestbézeichnet.
Beide Gréssen beziehen sich auf die Temperatund auf den
dieser Temperatur entsprechenden Druck, und siadseh wie der
Druck, als Functionen der Temperatur allein zu duditen.
Bezeichnen wir ferner das Volumen, welches die MassGanzen
einnimmt mitv, so ist zu setzen:
v=(M-m)o+ms
m(s-0)+Ma
Hierin wollen wir noch fir die Differens - o das Zeicheru
einflhren, dann kommt:
47 v=mu + Mo
woraus folgt:

48)  gm~

Die Warmemenge, welche der Masse zugefihrt werdessm
wenn eine Gewichtseinheit derselben bei der Tenyerg und
unter dem entsprechenden Drucke aus dem ersteregaggustande
in den zweiten Ubergehen soll, heisgann ist:

(49) gjr;:
Ferner wollen wir die specifische Warme des Stoiifieden beiden
Aggregatzustdnden in die Gleichungen einfiihrene $&pecifische
Warme, um welche es sich hier handelt, ist aber ewedie
specifische Warme bei constantem Volumen noch die don-
stantem Drucke, sondern bezieht sich auf diejeMi@@memenge,
welche der Stoff zur Erwarmung bedarf, wenn glegitig mit der
Temperatur der Druck

r
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sich in der Weise andert, wie es die Umstande dgslzenen Falles
mit sich bringen. Diese Art von specifischer Warmége in den
hier folgenden Formeln fiir den ersten Aggregatnastaund fur
den zweiterh heissen: dann hat man:

Q = (M-m)c +mh
oder anders geordnet.

(50) ?#z m (h-c) + Mc .
Aus (49) und (50) folgt sogleich weiter'

P T

Durch Einsetzung der vorstehenden in den Gleichungm
(48) bis (51) gegebenen Werthe in die Gleichunge), ((45) und
(46), nachdem in diesen letzteren m an die Stallexvgesetzt ist,
erhalt man:

(52) 3T+C h= Augl.i.

(53) gT +c-h=

_ QQ
(54) r=ATu a7

Dieses sind die Gleichungen, welche ich schon imeneersten
Abhandlung Uber die mechanische Wéarmetheorie asadf die
Dampfbildung beziiglichen Hauptgleichungen abgdlaibe.

Bei den von mir ausgefiihrten numerischen Rechnymgelche
sich speciell auf die Verdampfung des Wassers bemiehabe ich
fur den flissigen Aggregatzustand die Art von dipdier Warme,
um welche es sich in diesen Gleichungen handelt,
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von der specifischen Warme des Wassers bei comstabtrucke
nicht weiter unterschieden. Dieses Verfahren rstder That
vollkommen gerechtfertigt, indem in diesem Falle Uaterschied
zwischen den beiden Arten von specifischer Warnaingt ist, als
die bei der experimentellen Bestimmung der spetiia Wéarme
vorkommenden Beobachtungsfehler.1)

1) Man kann die Beziehung zwischen der specifischerrnwabei constantem
Drucke und derjenigen specifischen Warme, hei velelorausgesetzt wird, dass der
Druck in der weise mit der Temperatur zunimmt, dassimmer gleich dem
Maximum der Spannkraft des von der Flussigkeit sintlwickelnden Dampfes ist,
leicht aus den obigen Gleichungen ableiten.

Nach Gleichung (29) wird die Warmemenge, welche mian Gewichtseinheit der
Flussigkeit mittheilen muss, wahrend die TemperaturdT und der Druck undp
wachst, bestimmt durch:

dv
dQ = Cdt - Aw(d—T) dp

worin C die specifische Warme bei constantem Drucke betlelenken wir uns
nun, dass der Druck in der Weise mit der Temperataimmt, wie das Maximum
der Spannkraft des Dampfes, und bezeichnen dieseckbunahme bei der

d
Temperaturzunahme udi mit dJTsz' so wird die Warmemenge, welche man der

Gewichtseinheit Flussigkeit unter diesen Umstanddttheilen muss, um ihre
Temperatur undT zu erhdhen, dargestellt durch:

dQ=CdT- AT( T) [—Id—dT
p

Dividirt man diese Gleichung durd, so ist der dadurch entstehende Brg‘%die

hier in Betracht kommende specifische Warme, weloh&exte mit ¢ bezeichnet ist.
Wir erhalten also:

c=C- AT(dV) Eu
dT )~ dT
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Bildet man die vollstandige Differentialgleichung:
d d
dQ =52 dm +S2 T

Wenden wir dieses speciell auf das Wasser an, édiew dabei z. B. die Temperatur
100°, so ist nach den versuchen von Kopp der Ausdegscoefficient des Wassers
bei 100°, wenn man das Volumen des Wassers bés £irgheit nimmt, 0,00080.

Diese Grosse muss man, {r%] fir den Fall zu erhalten, wo ein Cubikmeter als
[

Volumeneinheit und ein Kilogramm als Gewichtseitlgdi, mit 0,001 multipliciren,
also ist

[ﬂj = 0,00000080.
dT B

Ferner ergiebt sich aus der Spannungsreihe vondrégrmvenn man den Druck in
Kilogrammen auf ein Quadratmeter darstellt, fur Béenperatur 100°:

dp_

a1~ 370
Die absolute Temperatur T bei 100° ist angenaHeitty 373 und fUA wollen wir
nach Joule annehmaf¥24 dann erhalten wir:

AT(ﬂ) dp ~ 373 15 00000080370= 0,00026
dT/); dT 424
Hieraus folgt:
c=C-0,00026,

und wenn wir nun fur die specifische Warme des Wadssreonstantem Drucke bei
100° den aus der Regnault'schen empirischen Formelorgetvenden Werth
annehmen, so erhalten wir fur die beiden zu vergleichesgenifischen Wéarmen,
folgende zusammengehdrige Werthe:

C=1,013

c=1,01274.
Man sieht hieraus, dass diese beiden Grossen einande@hsaogleich sind, dass es
keinen Nutzen gehabt haben wiirde, die zwischen ihneteHaegle Differenz in
meinen numerischen Rechnungen zu beriicksichtigen.

Bei den Betrachtungen iber den Einfluss des Druckedeasuf
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und setzt darin die Werthe aus (49) und (50) erkosnmt:
dQ =rdm + [m (h - ¢) + Mc] dT.

Gefrieren der Flissigkeiten verhélt es sich in sofern andds eine bedeutende
Aenderung des Druckes den Gefrierpunkt nur sehr wéniert, und daher der

Differentialcoefficien% fur diesen

Fall einen sehr grossen Werth hat. Das verfahren, welchea meiner auf diesen
Gegenstand bezuglichen Notiz (Pogg. Ann Bd. LXXX~ angelvdnabe, dass ich
auch in diesem Falle fir ¢ und h bei der numerischen rRechdieselben Werthe
benutzt habe, welche man als die specifische Warme deseWamd des Eises bei
constantem Drucke kennt, ist daher etwas ungenau, unohusk die Bemerkung,
welche ich in dem in meiner Abhandlungensammlung befindlicheatze zu dieser
Notiz gemacht habe, dass die Verschiedenheit nur sehdemiead sein kénne,
modificiren. Nimmt man gemass der in jener Notiz audgédit Rechnung an, dass
fur eine Druckzunahme um eine Atm. der Gefrierpunkt @A®0733 sinkt, so hat
man zu setzen:
dp_ 10333
dT~ "~ 0.00733
Bringt man diesen Werth, in derselben Weise, wie es vargschehen ist, mit den
Ausdehnungscoefficienten des Wassers und Eises beMetlindung, so erhélt man
statt der Zahlen 1 und 0,48, welche fir Wasser und Eispieifische Warme bei
constantem Drucke darstellen, folgende Werthe:
c=1-0,05=0,95
h=0,48 + 0,14 = 0,62.
Durch Anwendung dieser Werthe auf die Gleichung:

dr r
gr=c¢-h+7
ergiebt sich statt des in jener Notiz gegebenen Resultates:
dr
g7 = 0:52+0.29=0.81
folgendes etwas abweichendes Resultat:
dr
o7 = 0,33+ 0.29 = 0.62
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Hierin frh - cden aus (53) hervorgehenden Werth gesetzt, giebt:

dQ=rdm+[ i)—L+Mc}dT,
ar) T

welche Gleichung man auch so schreiben kann:
(55  dQ=d (mr) T dT +McdT
oder noch kurzer:

(56) dQ= T((mTr) + McdT.

Auf die Anwendungen dieser Gleichungen will ichrhigcht
ein gehen, weil in meinen ersten Abhandlungen unddér
Abhandlung Uber die Dampfmaschinen weitldufig dadi Rede
gewesen ist.

§ 14. Alle vorstehenden Betrachtungen bezogen sich
aufVeranderungen, welche in umkehrbarer Weise igir gehen.
Wir wollen nun auch noch die nicht umkehrbaren Yidgiungen in
den Kreis der Betrachtungen ziehen, um wenigstensiduptsache
nach kurz anzugeben, wie sie zu behandeln sind.

Bei mathematischen Untersuchungen iber nicht urbkeér
Veranderungen handelt es sich vorzugsweise um bngstéande,
welche zu eigenthiimlichen

Ich habe diese Gelegenheit ergriffen, um eine kléimgenauigkeit, auf welche ich
erst in neuerer Zeit aufmerksam geworden hin, auigicen. Indessen sieht man
leicht, dass dieselbe sich nur auf eine einzelnestée numerische Rechnung bezieht,
und zwar auf die Berechnung einer Gleichung, varideselbst in jener Notiz gesagt
habe, dass sie practisch ohne Bedeutung sei, undhearetisch der Erwahnung
verdiene. Die Gleichung selbst, und die auf siglibkche theoretische Betrachtung
wird durch diese Correction nicht berihrt
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Grdssenbestimmungen Veranlassung geben.  Erstews die
Warmemengen, welche man einem veranderlichen Korper
mittheilen resp. entziehen muss, bei nicht umkekerba
Veranderungen andere, als wenn dieselben Veramgkmunn
umkehrbarer Weise geschehen. Zweitens ist jed# nimkehrbare
Veranderung mit einer uncompensirten Verwandlungoweden,
deren Kenntuiss bei gewissen Betrachtungen von tilylatit ist.

Um die auf diese beiden Umstande beziglichen atisethgn
Ausdricke anfiihren zu kénnen, muss ich zunachsirage in den
bisher von mir aufgestellten Gleichungen enthalteBeissen
erinnern.

Eine derselben, welche sich auf den ersten Haupteaieht, ist
die schon im Anfange dieser Abhandlung besprochar@leichung
(1.) enthaltene Grosde, welche den Wéarme- und Werkinhalt oder
die Energie des Korpers darstellt. Zur Bestimmuiegel Grosse ist
die Gleichung (1.) anzuwenden, welche wir so stlerekénnen:

(57) du=dQ - dw

oder, wenn wir sie uns integrirt denken:;

(58) U=Uy+Q-w.
Hierin stellt U, den Werth der Energie fur einen willkirlich
gewahlten Anfangszustand des Koérpers dar, @Qnechd w bedeuten
die Warmemenge, welche man dem Korper mittheilessnund
das aussere Werk, welches gethan wird, wéhrendKdayer auf
irgend eine umkehrbare Weise aus jenem Anfangsmista den
gegenwartigen Zustand tbergeht. Der Kdrper kamnplyen gesagt
wurde, selbst wenn festgesetzt ist, dass die Veranden
umkehrbar sein sollen, doch noch auf unendlickeniel
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verschiedenen Wegen aus dem einen Zustande in déerea
Ubergefuhrt werden, und aus allen diesen Wegen kauam
denjenigen auswéhlen, welcher fir die Rechnung egquémsten
ist.

Die andere hier in Betracht kommende Grosse, wesidieau~
den zweiten Hauptsatz bezieht, ist in der Gleich{ilag) enthalten.
Wenn namlich, wie die Gleichung (lla.) aussagt, dategral
jedesmal gleich Null wird, so oft der Kérper, dess&eranderungen
von irgend einem Anfangszustande beginnen, nactthaufung
beliebiger anderer Zustande wieder in den Anfarglamd zurtick
gelangt, so muss der unter dem IntegralzeicherestiEh Ausdruck

$ das vollstandige Differential einer Grosse swialche nur vom

augenblicklich stattfindenden Zustande des Korpems, nicht von
dem Wege, auf welchem er in denselben gelangtaishangt.
Bezeichnen wir diese Grdsse mit S, so kdnnen vzege
d

(59) ds #
oder, wenn wir uns diese Gleichung fur irgend einerkehrbaren
Vorgang, durch welchen der Koérper aus dem gewahlten
Anfangszustande in seinen gegenwartigen Zustarmhgeh kann,
integrirt denken, und dabei den Werth, welchenGtiésse S im An-
fangszustande hat, mit SO bezeichnen:

(60)  S=S0+ d%.

Diese Gleichung ist in ganz analoger Weise zur Be-
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stimmung von S anzuwenden, wie die Gleichung (58) zur
Bestimmung vorJ.

Die physikalische Bedeutung der Grdsse S ist innarei
Abhandlung ,,iber die Anwendung des Satzes vorAdquivalenz
der Verwandlungen auf die innere Arbeit~ des Nahéesprochen.
Die in dieser Abhandlung unter (ll.) gegebene Fumglaal-
gleichung, welche fir alle iii umkehrbarer Weisattfindende
Zustandsanderungen ein es Kdorpers gilt, lautet,nwean in der
Bezeichnung die kleine Aenderung macht, dass melnt die von
dem veranderlichen Korper nach aussen abgegebenma/Vdon-
dern vielmehr die von ihm aufgenommene Wéarme alsitigo
rechnet, folgendermaassen:

(61) fd$: d7H+fdz.

Die beiden hierin an der rechten Seite stehendgiale sind die
auf den vorliegenden ~alt beziglichen Werthe zwamerjener
Abhandlung neu eingefiihrter Gréssen.

Im ersten Integrale bedeutdd die im Korper wirklich
vorhandene Warme, welche, wie ich nachgewiesen, halrevon
der Temperatur des Korpers und nicht von der Anamgnseiner

Bestandtheile abhéngt. Hieraus folgt, dass derdAm:deH ein

vollstandiges Differential ist, und dass man soménn man fiir den
Uebergang des Korpers aus einem im Voraus gewahlten
Anfangszustande in seinen gegenwartigen Zustasd Intagral

dH . .
f7 bildet, dadurch eine Grosse erhalt, welche dure@n d

gegenwartigen Zustand des Korpers vollkommen bestiist, ohne
dass man die Art, wie der Uebergang in diesen Zu-
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stand stattgefunden hat, zu kennen braucht. [Be8sse habe ich
aus Grunden, welche in der genannten Abhandlungirsrsder
gesetzt sind, den Verwandlungswerth der im Korpmhandenen
Wérme genannt.

Was die Wahl des Anfangszustandes fir die Integrati
anbetrifft, so wiirde es nahe liegen, voll dem Zud¢aauszugehen,
bei demH = 0 ist, also von dem absoluten Nullpunkte der

. . H :
Temperatur; aber fur diesen Fall wird das Integfaﬂ; unendlich

gross. Man muss daher, wenn man einen endlichetthVéenalten
will, von einem Anfangszustande beginnen, bei waichdie
Temperatur schon einen angebbaren Werth hat. magral stellt
dann nicht den Verwandlungswerth der ganzen im &drp
befindlichen Warmemenge dar, sondern nur den Vetlags-
werth derjenigen Warmemenge, welche der Korper emesn
gegenwartigen Zustande mehr enthalt, als in jenem
Anfangszustande, was ich dadurch ausgedruckt lalss,ich das so
gebildete Integral den Verwandlungswerth der vom dggebenen
Anfangszustande an gerechneten Korperwarme getnatogt. Wir
wollen diese Grosse der Kiirze wegen Yritezeichnen.

Die in dem zweiten Integrale vorkommende Gr&ddwbe ich
die Disgregation des Kdrpers genannt. Sie hangidesrAnordnung
der Bestandtheile des Korpers ab, und das Maaser ein
Disgregationsvermehrung ist der Aequivalenzwerthiedégen Ver-
wandlung aus Werk in Warme, welche stattfinden muss die
Disgregationsvermehrung wieder rickgangig zu machvegiche
also als Ersatz der Disgregationsvermehrung digaan. Hiernach
kann
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man sagen, die Disgregation sei der Verwandlungbvar gerade
stattfindenden Anordnung der Bestandtheile des &®&tp Da man
bei der Bestimmung der Disgregation auch von irgeimgm Zu-
stande des Kdorpers als Anfangszustande ausgehes) swsvollen

wir annehmen, der dazu gewahlte Anfangszustandesselbe, wie
der, von welchem man bei der Bestimmung des
Verwandlungswerthes der im Koérper vorhandenen Warme
ausgegangen ist.

Bilden wir nun aus den oben besprochenen GrogserdZ die
Summe, so ist diese die vorher genannte Gr&seGehen wir
namlich zur Gleichung (61) zuriick, und nehmen diégefneinheit
wegen der Anfangszustand der Veranderung auf welohsich die
in dieser Gleichung befindlichen Integrale beziehmmauche nicht
gerade derselbe zu sein, wie derjenige Anfangszdistaon
welchem man bei der Bestimmung vd¥nund Z ausgegangen ist,
sondern es handele sich um eine Veranderung, deméang ein
ganz beliebiger sei, wie er sich bei irgend eineecgllen
Untersuchung gerade dargeboten hat, so kénneniwili¢ an der
rechten Seite stehenden Integrale schreiben:

dTH:Y-YO undde:Z-Z),

worin Yy und Z, die Werthe vonY und Z sind, welche dem
Anfangszustande entsprechen. Dadurch geht diectieg (61)
Uber in:

(62) fd$:x+z-(vo+zo)

Setzt man hierin:
(63) Y +Z=S
und entsprechend:
Yo+ Zy= S,
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so erhalt man die Gleichung:
d
(64) f$ =S-%

welche, nur etwas anders geordnet, dieselbe ist,dia unter (60)
angefuhrte zur Bestimmung v&dienende Gleichung.

Sucht man fuiS einen bezeichnenden Namen, so kdnnte man,
ahnlich wie von der Gréssd gesagt ist, sie sei der Warme- und
Werkinhalt des Korpers, von der GrosSesagen, sie sei der Ver-
wandlungsinhalt des Korpers. Da ich es aber figssbehalte, die
Namen derartiger fir die Wissenschaft wichtiger SSeih aus den
alten Sprachen zu entnehmen, damit sie unveraimdatien neuen
Sprachen angewandt werden kdnnen, so schlage icllieoGrésse
S nach dem griechischen Wortetporm die Verwandlung, die
Entropie des Kdorpers zu nennen. Das Wort Entropleehich ab-
sichtlich dem Worte Energie mdoglichst ahnlich gaét) denn die
beiden Grdssen, welche durch diese Worte benanrmtewesollen,
sind ihren physikalischen Bedeutungen nach einarmternahe
verwandt, dass eine gewisse Gleichartigkeit in BeEmennung mir
zweckmassig zu sein scheint.

Fassen wir, bevor wir weiter gehen, der Uebersaikeit
wegen noch einmal die verschiedenen im VerlaufeAddrandlung
besprochenen Gréssen zusammen, welche durch dieanische
Warmetheorie entweder neu eingefiihrt sind, oderhdeme
veranderte Bedeutung erhalten haben, und welchre adie darin
gleich verhalten, dass sie durch den augenblicldicitindende™n
Zustand des Korpers bestimmt sind, ohne dass neaArtli wie der
Kor-
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per in denselben gelangt ist, zu kennen brauchéjrebes folgende
sechs: 1) der Warmeinhalt, 2) der Werkinhalt, 3 8umme der
beiden vorigen, also der Warme- und Werkinhalt odex Energie;
4) der Verwandlungswerth des Wéarmeinhaltes, &Disgregation,
welche als der Verwandlungswerth der stattfindendeordnung
der Bestandtheile zu betrachten ist, 6) die Summe lkiden
vorigen, also der Verwandlungsinhalt oder die Brigo

§ 15. Um die Energie und Entropie fiir besonderke FAu
bestimmen, hat man neben den Gleichungen (57) &8y (esp.
(58) und (60), die verschiedenen im Obigen €i@® gegebenen
Ausdricke zu benutzen. Ich will hier nur einigafache Falle als
Beispiele behandeln.

Wenn der betrachtete Koérper ein homogener Kérpem vo
durchweg gleicher Temperatur ist, auf welchen alzige fremde
Kraft ein gleichméssiger und normaler Oberflachercki wirkt, und
welcher bei Aenderung der Temperatur und des Drickein
Volumen &ndern kann, ohne dabei eine theilweisedéemg des
Aggregatzustandes zu erleiden, und wenn dazu nashGewicht
des Korpers als eine Gewichtseinheit vorausgesétd; so kann
man firdQ die in 8 9 gegebenen Gleichungen (25), (29) ur) (3
anwenden. In diesen Gleichungen kommt die dortrézeichnete
specifische Warme bei constantem Volumen und di¢ i
bezeichnete specifische Wéarme bei constantem Dvackund da
gewdhnlich die letztere specifische Warme diejesgevelche man
unmittelbar, durch Beobachtungen bestimmt hat, stbew wir die
Gleichung, in der
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sie vorkommt, anwenden, namlich (29), welchedaut

dQ = CdT - A’%/. dp™.
Was ferner das aussere Werk anbetrifft, so hat frianeine
unendlich kleine Zustandsanderung, bei welcher dah Volumen
sich umdv &ndert, zu setzen:
dw = Apdy,
und wenn mam undp als unabhangige Veranderliche gewahlt hat,
so kann man dieser Gleichung folgende Form geben:

dv dv
dw = Ap(deT +dpdp> .
Wendet man diese Ausdriicke vaiQ und dw auf die

Gleichungen (57) und (59) an, so erhalt man:
du = (c - Apﬂde - A{Tﬂ + pﬂjdp
(65) dT daT dp
ds=Sdt- A9V dp
T dT

Unter Berucksichtigung der in (33) zu unterst stelem
Gleichung, namlich:

dC d’v
dp - ~ATaT

Uberzeugt man sich leicht, dass diese beiden &otagen
Differentialgleichungen integrabel sind, ohne dasmn dazu noch
eine weitere Beziehung zwischen

. . . . . dv .
! Ich schreibe hier statt des in (29) angewandtechges (%) einfachyr , weil
p
in einem Falle, wo nuf undp als unabhangige Veranderliche vorkommen. es sich
von selbst versteht, dass bei der Differentatiochifadie andere Veranderlicheals
constant vorausgesetzt ist.
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den Veranderlichen anzunehmen braucht. Durch Ausfigh der
Integration gewinnt man Ausdriicke vahund S, deren jeder nur
noch eine unbestimmt bleibende Constante enthatlioch den
Werth, welchen die betreffende GrdoddeoderS in dem als Aus-
gangspunkt der Integration gewéahlten Anfangszustates Korpers
hat.

Ist der Korper ein vollkommenes Gas, so gestalien die
Gleichungen einfacher. Man kann sie entweder dfdarhalten,
dass man die Gleichungen (65) mit der das Marsotte' und Gay-
Lussac-sche Gesetz ausdriickenden Gleichpvg = RT in
Verbindung bringt, oder dadurch, dass man auf decBungen
(57) und (59) zuriickgeht, und darin an die Stetla dQ einen der
schon oben fir vollkommene Gase abgeleiteten undden
Gleichungen (42) enthaltenen Ausdriicke, und zugl&icdw einen

der drei AusdrUckeAl%dv; AF(dT -%dp); Apdv einsetzt. Wabhlt

man von den Gleichungen (42) die zu oberst stehemédiehe fir
den vorliegenden Fall die bequemste ist, so kommt:

dU =cdT

(66) {dS: cdT 4 ARAV

T \
Die Integration dieser Gleichungen lasst sich,c dad AR constant
sind, sofort ausfiihren, und giebt, wenn man dietkiéevonU undS
im Anfangszustande, in welchem= T, undv = v ist, mit Uy und

S bezeichnet:
U =U,+c(T-T,)
(67) S=5 +clog_|_l+ ARIong

0 0
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Als letzten speciellen Fall wollen wir den behamngeauf
welchen sich die 88 12 und 13 beziehen, wo deabletete Korper
eine Massé/ ist, von welcher sich der Théil - min einem und der
Theil m in einem anderen Aggregatzustaude befindet, undievo
Druck, unter dem die ganze Masse steht, nur vonTdemperatur
abhangt.

Wir wollen annehmen, zu Anfange befinde sich dienzga
MasseM im ersten Aggregatzustande, und habe die TempéeFatu
und zugleich stehe sie unter dem Drucke, welchesediTemperatur
entspricht. Die Werthe der Energie und Entropiediesem An-
fangszustande seien i, undS, bezeichnet. Dann wollen wir uns
denken, dass der Korper auf folgendem Wege auisentie
Anfangszustande in seinen Endzustand gebracht wBeteKorper
soll zunachst, wahrend die ganze Masse immer iterelsggregat-
zustande bleibt, von der Temperatly auf die Temperatuim
gebracht werden, und dabei soll sich der DruckeinWeise andern,
dass er in jedem Augenblicke die Grosse hat, wettdregerade
stattfindenden Temperatur entspricht. Darauf s@i der Tem-
peraturT ein Theil der Masse, namlich der Theil aus dem ersten
in den zweiten Aggregatzustand Ubergehen. Diesedebei
Veranderungen wollen wir einzeln betrachten, indeimdabei die
in § 13 eingefuhrte Bezeichnung anwenden.

Wahrend der zuerst erwahnten Temperaturanderungdratlie
Gleichung:

dQ = McdT
anzuwenden. Die hierin vorkommende Gross&t die specifische
Warme des Korpers im ersten Aggregatzustande fulFd#, wo der
Druck wahrend
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der Temperaturdnderung sich in der oben angegeb¥vieise
andert. Von dieser Grosse ist in der Anmerkung 78 &lie Rede
gewesen, und man kann nach dem, was dort nachgewists fur
den Fall, wo der erste Aggregatzustand der flissider feste und
der zweite der luftférmige ist, fic in numerischen Rechnungen
ohne Bedenken die specifische Warme des flussigiem festen
Kdrpers bei constantem Drucke setzen. Nur wensicgssum sehr
hohe Temperaturen handelt, bei denen die Dampfspanmit der
Temperatur sehr schnell wachst, kann der Unterdcivéschen der
specifischen Warme und der specifischen Warme bei constantem
Drucke so erheblich werden, dass man ihn bertudigarh muss.
Aus der vorstehenden Gleichung folgt, wenn manedalylbedenkt,

dass mit der Temperaturzunahgh€ eine Volumenzunahmil S—?r

dT und somit das aussere W(Mk-\p%. dTverbunden ist

du = M(c - Ap%.)dt
c
ds = M dt

Fur die bei der Temperatur T stattfindende Aendgrdes

Aggregatzustandes hat man:
dQ =rdm

Hieraus folgt, da die Zunahme des im zweiten Aggre-
gatzustande befindlichen Theiles auim eine Volumenzunahme um
udm und somit ein durchApudm dargestelltes &usseres Werk
bedingt:

duU = (r - Apu) dm.
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Wendet man hierauf, um die Grosse durch andere
experimentell besser bekannte Grossen zu ersedirGleichung
(54) an, nach welcher man hat:

r
Au ="dp
Tar
S0 kommt:
dU:r(l-;pg—ngm

dT
Zugleich ergiebt sich furdS aus jenem Ausdrucke vorQ
unmittelbar:

r
ds =T dm

Die beiden auf den ersten Process beziglichen
Dilferentialgleichungen missen na€lvon T, bis T, und die auf den
zweiten Process beziglichen nanhvon O bism integrirt werden,
und man erhéalt also:

;
u=u, +MI(C—Apd—Ude+mr 1--P_
T dT T@ 1

(68) dT

T )

:
S=g +M[Edt+ M0
S T{T

Y In einer mathematischen Entwickelung von Bauschingeelche im zweiten

diesjahrigen Hefte von Schlémilch's Zeitschrift fitath. und Phys. erschien, als
diese Abhandlung schon vollendet war, kommen elienBestimmungen der hier
besprochenen Grdssen vor. Ich werde mir erlauben diese Entwickelung in einer
besonderen, spater zu veroffentlichenden Note @iB&merkungen zu machen.
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§ 16. Nehmen wir nun an, dass auf eine der vaestth
angedeuteten Weisen die Grosdgénund S fir einen Korper in
seinen verschiedenen Zustanden bestimmt seienarso kan die
Gleichungen, welche fir nicht umkehrbare Verandgeangelten,
ohne Weiteres hinschreiben.

Die Hauptgleichung (1.) und die aus ihr durch Indgign
hervorgegangene Gleichung (58), welche wir jetabirsimen wollen:

(69) Q =U- Lb Tw,
gilt eben so gut fur nicht umkehrbare, wie fir ummbare
Veranderungen. Der Unterschied besteht nur ddaiss von den an
der rechten Seite stehenden Grossen das aussekeviMar dem
Falle, wo eine Veranderung in nicht umkehrbarer 8&eror sich
geht, einen anderen Werth hat, als in dem Falle, dieselbe
Veranderung in umkehrbarer Weise geschieht. inugeauf die
DifferenzU - U, findet eine solche Ungleichheit nicht statt. Sie i
nur vom Anfangs- und Endzustande und nicht von Aerdes
Ueberganges abhéngig. Man braucht also die Arlddserganges
nur soweit in Betracht zu zieheu, wie noéthig istn was dabei
gethane &ussere Werk zu bestimmen, und indem nram adlases
aussere Werk zu der Differeblz- Uy addirt, erhélt man die gesuchte
WarmemengeQ, welche der Kérper wahrend des Ueberganges
aufnehmen muss.

Was ferner die bei irgend einer nicht umkehr baren
Veranderung eingetretene uncompensirte Verwandlung
anbetrifft, so erhalt man dieselbe folgendermaassen

Der Ausdruck derjenigen uncompensirten Ver-



54 Clausius, Hauptgleichungen der mechan. Warmetheorie.

wandlung, welche in einem Kreisprocesse eintretannk ist in

meiner Abhandlung ,,Uber eine veranderte Form desgiten

llauptsatzes der mechanischen Warmetheorie" inctleig (I1)

gegeben'). Wenn wir in dieser Gleichung dem Differential®

das entgegengesetzte Vorzeichen geben, weil doet wdn dem
Kdrper an ein Warmereservoir abgegebene Warmeenpagitiv

gerechnet ist, wahrend wir hier eine von dem Kégéggenommene
Warmemenge positiv rechnen, so lautet sie:

a0 n=-[F,

Wenn nun der Koérper eine Verdnderung oder eine eRedn
Veranderungen erlitten hat, welche nicht einen ¢fiicess bilden,
sondern durch welche er in einen Endzustand gelahgtler vom
Anfangszustande verschieden ist, so kann man assrdReihe von
Veranderungen nachtraglich einen Kreisprocess nmaskhenn man
noch solche Veranderungen hinzufiigt, durch welche Kbrper
wieder aus dem erreichten Endzustande in seineangsfustand
zurlickgefuhrt wird. Von diesen neu hinzugeflgteranderungen,
welche den Kérper in den Anfangszustand zurlckfijhnellen wir
annehmen, dass sie in umkehrbarer Weise stattfinden

Wenden wir auf diesen so gebildeten Kreisprocess di
Gleichung (70) an, so kénnen wir das darin vorkomaeelntegral
in zwei Theile theilen, von denen sich der erstedan urspriinglich
gegebenen Hin-

! Pogg. Annalen Bd. XCIIl. Seite 499 und Abhandlumggmmliung Theil 1, S. 145.
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gang des Kdrpers aus dem Anfangszustande in dexuEtathd, und
der zweite auf den von uns hinzugefligten Rlckgamng dem

Endzustande in den Anfangszustand bezieht. Wir emoltliese
beiden Theile als zwei getrennte Integrale schreibad das zweite,
namlich das auf den Rilckgang bezugliche, dadurah ecsten
unterscheiden, dass wir an das IntegralzeicherBdehstabemn als

Index schreiben. Dadurch geht die Gleichung (B@Y in:

B[

Da nun der Rickgang in umkehrbarer Weise stattfinsi@l, so
kénnen wir auf das zweite Integral die Gleichung)(6nwenden,

nur mit dem Unterschiede, dass wir, wefn die Entropie im
Anfangszustande undg die Entropie im Endzustande bedeutet, statt
der DifferenzS - g die dem Vorzeichen nach entgegen gesetzte
Differenz § - S setzen muissen, weil das hier in Rede stehende
Integral ruckwérts vom Endzustande bis zum Anfangisnde zu
nehmen ist. Wir haben also zu schreiben:

d
s
r
Durch diese Substitution geht die vorige Gleichuibgr in:

(1) N=s-s- [

Die auf diese Weise bestimmte Grodsbedeutet zunachst die
in dem ganzen Kreisprocesse eingetretene unconmmEensi
Verwandlung. Da nun aber
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fur solche Veranderungen die in umkehrbarer Wegslgehen, der
Satz gilt, dass die Summe der in ihnen vorkommenden
Verwandlungen Null ist, also keine uncompensirteviéndlung in
ihnen entstehen kann, so hat der als umkehrbausgesetzte Riick-
gang nichts zur Vermehrung der uncompensirten Viedzag
beigetragen, und die Gross&l stellt somit die gesuchte
uncompensirte Verwandlung dar, welche bei dem gammEb
Uebergange des Korpers aus dem Anfangszustande em d
Endzustand eingetreten ist. In dem gefundenen rlakd ist
wieder die DifferenzS — 3 vollstandig bestimmt, wenn der
Anfangs- und Endzustand gegeben ist, und nur lreBildung des

d : . . :
Integrals f$ muss die Art, wie der Uebergang aus dem einen in

den anderen stattgefunden bat, berticksichtigt werde

§ 17. Zum Schlusse mdchte ich mir noch erlaubémgne
Gegenstand zu berthren, dessen vollstandige Behmandhier
freilich nicht am Orte sein wirde, indem die dazéthigen
Auseinandersetzungen zu umfangreich sein wirdesil dem ich
aber doch glaube, dass selbst die nachfolgendees kindleutung
nicht ohne Interesse sein wird, indem sie dazudggn kann, die
allgemeine Wichtigkeit der Grdssen, welche ichdmi Formuliung
des zweiten Hauptsatzes der mechanischen Warmettegogefihrt
habe, erkennen zu lassen.

Der zweite Hauptsatz in der Gestalt, welche ich bpgeben

habe, sagt aus, dass alle in der Natur vorkommenden

Verwandlungen in einem gewissen
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Sinne, welchen ich als den positiven angenommen,hain selbst,
d. h. ohne Compensation, geschehen kdnnen, dasabsieim
entgegengesetzten, also negativen Sinne nur iWweéese stattfinden
kénnen, dass sie durch gleichzeitig stattfindendsitive Ver-
wandlungen compensirt werden. Die Anwendung diSsgzges auf
das gesammte Weltall, fihrt zu einem Schlussegdanfzuerst W.
Thomson aufmerksam gemacht Haynd von dem ich schon in
einer vor Kurzem veréffentlichten Abhandlung gespren habé2)
Wenn namlich bei allen im Weltall vorkommenden
Zustandsanderungen die Verwandlungen von eineminbastn
Sinne diejenigen vom entgegengesetzten Sinne anss&rd
Ubertreffen, so muss der Gesammtzustand des VEedialh immer
mehr in jenem ersteren Sinne andern, und das Weliads sich
somit ohne Unterlass einem Grenzzustande ndhern

Es fragt sich nun, wie man diesen Grenzzustand@infind
dabei doch bestimmt charakterisiren kann. Diesem kdadurch
geschehen, dass man die Verwandlungen, wie ickthamyhabe, als
mathematische Grossen betrachtet, deren Aequivaégtire sich
berechnen und durch algebraische Addition zu eiSamme
vereinigen lassen.

Solche Rechnungen habe ich in meinen bisherigen
Abhandlungen in Bezug auf die in den Kérpern vodeare Warme
und die Anordnung der Bestandtheile

L phil. Mag. 4th Ser. vol. iv. p. 304.
2 Pogg. Ann. Bd. CXXI S. 1 und Abhandlungensammluhgilll; Abhandl. VIil
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der Korper ausgefiihrt. Es haben sich dabei flerja@dorper zwei
Grossen ergeben, der Verwandlungswerth seines Vifirates und
seine Disgregation, deren Summe seine Entropietbildiermit ist
aber die Sache noch nicht erschdpft, sondern dia&@dung muss
auch noch auf die strahlende Warme, oder, andegedriickt, auf
die in der Form von fortschreitenden Schwingunges éAethers
durch den Weltenraum verbreitete Wéarme, und femdr solche
Bewegungen, die nicht unter dem Namen Warme zueifegrsind,
ausgedehnt werden.

Die Behandlung der letzteren wiirde sich, wenigsteseit es
sich um Bewegungen ponderabler Massen handelt, durmchen
lassen, indem man durch nahe liegende Betrachtungéigendem
Schlusse gelangt. Wenn eine Masse, welche so gghsdass ein
Atom dagegen als verschwindend klein betrachtetigrekann, sich
als Ganzes bewegt, so ist der VerwandlungswertediBewegung
gegen ihre lebendige Kraft gleichermaassen alcketiadend klein
anzusehen; woraus folgt, dass, wenn eine solchee@avg sich
durch irgend einen passiven Widerstand in Warmestzjdann der
Aequivalenzwerth der dabei eingetretenen uncomgensiVer-
wandlung einfach durch den Verwandlungswerth dereggten
Warme dargestellt wird. Die strahlende Warme dagdgsst sich
nicht so kurz behandeln, indem es noch gewisseopnioeser
Betrachtungen bedarf, um angeben zu kdnnen, wié/émwvand-
lungswerth zu bestimmen ist. Obwohl ich in derhasrerwahnten,
vor Kurzem veréffentlichten Abhandlung schon von skeahlenden
Wéarme im Zu-
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sammenhange mit der mechanischen Warmetheorie ogpbsor
habe, so habe ich doch die hier in Rede steheratpeFiort nicht
berlhrt, indem es mir dort nur darauf ankam, nasleizen, dass
zwischen den Gesetzen der strahlenden Warme uead edm mir in

der mechanischen Warmetheorie angenommenen Graadkain

Widerspruch besteht. Die speciellere Anwendungkrhanischen
Warmetheorie und namentlich des Satzes von der ida&gquz der
Verwandlungen auf die strahlende Warme behaltemicHur spater
vor.

Vorlaufig will ich mich darauf beschranken, als €tesultat
anzufiihren, dass, wenn man sich dieselbe Grésdehevech in
Bezug auf einen einzelnen Kdérper seine Entropieagenhabe, in
consequenter Weise unter Berlicksichtigung aller téinae fir das
ganze Weltall gebildet denkt, und wenn man danegteich den
anderen seiner Bedeutung nach einfacheren Begeiff Ehergie
anwendet, man die den beiden Hauptsatzen der mechan
Warmetheorie entsprechenden Grundgesetze des I#eltal
folgender einfacher Form aussprechen kann.

1) Die Energie der Welt ist constant.
2) Die Entropie der Welt strebt einem Maximum zu.
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